LUNDS TEKNISKA HOGSKOLA ht 2010
MATEMATIK

Instuderingsfragor i Linjar algebra

Anvisningar. Avsikten med dessa fragor ar att ge Dig mdojlighet att kontrollera att Du nagorlunda behéarskar

kurs

en. Om Du mérker att Du inte kan svara pa nagon av de hér fragorna bor Du gé tillbaka till motsvarande avsnitt

i laroboken, eftersom det ar troligt att Du behover repetera detta.

Kapitel 1. Linjira ekvationssystem
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. Hur 16ser man ett ekvationssystem med Gausselimination?

. Hur mérker man under l6sningens gang om systemet a) saknar 16sningar, b) har parameterlosning?

itel 2. Geometriska vektorer

Vad menas med en vektor? Hur definieras rdkneoperationerna for vektorer? Ange nagra rédknelagar.
—

Hérled formeln for OM dar M ar

a) mittpunkten pa en stricka AB,

b) masscentrum for en triangel ABC.
Vad menas med en bas for vektorerna i rummet? For vektorerna i planet?

Visa att om ej, e; &r en bas i planet s& kan varje vektor w entydigt skrivas w = z1e; + zoes. Vad
kallas talparet (z1,22)?

Formulera och besvara fraga 6 for vektorerna i rummet.

Vad menas med att ett antal vektorer u,...,u, ar linjirt beroende? Skriv upp och hérled ett ekvi-
valent villkor.

Karakterisera geometriskt tva respektive tre linjart beroende vektorer.

Vad kan séigas i fraga om linjéart beroende/oberoende for tre vektorer i planet respektive fyra vektorer
i rummet? Varfor?

Antag att sambandet mellan tva baser e;, ez, es och €], €}, e} ges av
e} = sie; + sz21e2 + s31€3

€, = S12€1 + S22€3 + S3ze3

€3 = S13€1 + So3€9 + S33€3.

Hur uttrycks d& koordinaterna (z1, x2,x3) i (27,25, 24)? Hur forfar man om man i stéllet vill uttrycka
(xh, 25, x%) 1 (z1,22,23)7

itel 3. Linjer och plan

. Vad menas med ett koordinatsystem i rummet respektive planet? Hur definieras koordinaterna fér en
punkt?

Ge ekvationer for de tre koordinatplanen i rummet, och for de tre koordinataxlarna.

—
Hur berdknar man koordinaterna fér vektorn PQ om man kinner koordinaterna fér punkterna P och

Q7
Harled linjens ekvation i parameterform.
Harled planets ekvation i parameterform.

Hur kommer man fran planets ekvation i parameterform till den affina formen ax + by + cz + d = 07
At andra hallet?

Hur ser man om tva linjer i rummet &r parallella?
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Hur ser man om tva plan pa affin form ar parallella?

Hur gar man tillviga for att bestdmma eventuella skdrningspunkter mellan tva linjer?, tva plan?, ett
plan och en linje?

Tre plan ar sadana att ingen punkt ligger i alla tre planen. Vilka olika geometriska situationer kan da
foreligga?

Hur understker man om en vektor ar parallell med ett plan?

Kapitel 4. Skaldrprodukt
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Definiera skalarprodukten u - v mellan tva vektorer.

Uttryck langden |u| av w med hjilp av skaldrprodukt.

Karakterisera ortogonala vektorer med hjalp av skaldarprodukt.

Skriv upp riknereglerna for skalarprodukt. Bevis?

Vad menas med en ortonormerad bas? Skriv upp och hérled formeln for skalarprodukten i en ON-bas.
Visa att xx = u - e, k=1,2,3, om u har koordinaterna (z1, z2,2z3) i ON-basen e;, es, e3.

Hur berdknar man avstandet mellan tva punkter? Hur beriknar man vinkeln mellan tva vektorer?
Skriv upp ekvationen for en sfir med centrum i (ay, as,asz) och radie r. (ON-system)

Hur berdknar man vinkeln mellan a) tva linjer, b) tva plan, c) ett plan och en linje?

Hérled ett samband mellan ekvationen pa affin form {or ett plan och dess normalriktning. (ON-system).
Vad giller for linjer i planet?

a) Hur berdknar man avstandet fran en punkt till ett plan? Hérledning?

b) Hur gar man tillviga for att berdkna avstandet fran en punkt till en linje i rymden?

Hur anvinder man projektionsformeln for att
a) dela upp en vektor i ortogonala komposanter,
b) gora ortogonal projektion i plan,

¢) gora spegling i plan.

Kapitel 5. Vektorprodukt
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Definiera vektorprodukten u x v mellan tva vektorer.

Tolka den skalédra trippelprodukten (u X v) - w geometriskt. Hur dndras virdet om man &dndrar ord-
ningen av w, v, w?

Skriv upp réknereglerna for vektorprodukt.

Hur beréknas uxv om u = (x1,29,23) och v = (y1,y2,y3) med koordinater i en hogerorienterad
ortonormerad bas? Hérledning?

Hornen till en triangel i rymden &r kiinda. Hur berdknas arean?

Hur kan man forfara for att bestdmma avstandet mellan tva linjer i rymden?

Kapitel 6. Rummet R”
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Hur definieras Az och x+vy da =,y € R"?
Definiera begreppet bas i R”. Ge exempel pa en bas i R®.

a) Vad menas med att vektorerna ag,...,a, ir linjart oberoende i R™?
b) Vad menas med att vektorerna a1, ..., a, spinner upp R"?
Formulera bassatsen.



Kapitel 7. Matriser
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Definiera operationerna AA, A + B, AB for matriser. Vilka krav méste man stélla pa typerna for att
dessa operationer skall vara definierade?

Vad menas med radmatris, kolonnmatris, diagonalmatris, nollmatris, enhetsmatris?

Skriv upp négra rakneregler féor matrismultiplikation. Ange nagra regler som normalt inte géller. Ge
exempel.

Vad menas med A”? Ge en formel for (AB)”.

Hur kan man skriva ett linjart ekvationssystem med hjilp av matriser? Hur kan man skriva det i
vektorform?

Bevisa satsen: A:s kolonnvektorer utgor en bas <= AX = O har bara den triviala 16sningen X = O
<= AX =Y dr losbart for alla Y. (A &r en kvadratisk matris.)

Visa att for en enhetsmatris | & Al = A och IB = B, om A och B &r av siadan typ att dessa produkter
ar definierade.

a) Definiera begreppet invers matris.

b) Visa att inversen dr entydigt bestimd d& den existerar.

Bevisa formler for (A7)~ och (AB)~1.

Visa att om A har vinster- eller hogerinvers sé &r A inverterbar.

Komplettera satsen i fraga 50 med ett villkor som har med inverterbarhet att géra. Bevis?
Ge en formel for den entydiga I6sningen till AX =Y da A ar inverterbar.

Hur gar man i praktiken till viga fér att bestdmma en matrisinvers?

Formulera svaret pa fraga 11 med hjéilp av matriser.

Vad menas med en ortogonal matris?

Skriv upp nagra villkor som ar ekvivalenta med att A &r ortogonal. Ge bevis.

Hur berdknar man pa enklaste sétt inversen till en ortogonal matris?

Vilket samband rader mellan I6sningarna till ekvationssystemet AX =Y och 16sningarna till motsvarande
homogena system AX = O? Bevis?

a) Vad menas med kolonnrummet till en matris A? Vad menas med rangen av A?

b) Vad menas med nollrummet till matrisen A? Vad menas med nolldimension?
Formulera dimensionssatsen.

Forklara varfor foljande ar sant: ju fler parametrar det finns i 16sningen till systemet AX =Y da det
ar 1osbart, ju farre hogerled Y finns det for vilka systemet har 16sning.

Kapitel 8. Linjira avbildningar
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Vad menas med att en avbildning fran R™ till R &r linjar? Ge exempel pa en avbildning (till exempel
fran R? till R?) som inte &r linjér.

Lat F vara den linjara avbildning fran R? till R? som i nagon bas ges av matrisen ( ; i >

a) Hur finner man F(x) om x = (5,6)?
b) Hur finner man de « for vilka F(x) = (7,8)?

Visa att y = F(x), F linjir <= Y = AX {6r ndgon matris A.

Kolonnvektorerna i matrisen for en linjir avbildning har en speciell tolkning. Vilken?
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Vilken &r den geometriska inneborden av den linjira avbildning i planet som har matrisen ( (2) g )?

Hur gar man till viga for att bestdmma matrisen for

a) en projektion pa ett plan, b) en spegling i ett plan, c¢) en rotation?
Karakterisera matrisen for en isometrisk linjar avbildning. Bevis?
Hur bestdmmer man matrisen for en sammansatt linjér avbildning ¥ o G 7

Visa att den linjira avbildningen F' &r bijektiv (vad betyder det?) d& och endast da dess matris A &r
inverterbar. Vilken matris har avbildningen F~1?

Férklara innebérden av basbytesformeln A’ = S™'AS. Genomfér hiirledningen.

Kapitel 9. Determinanter
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Definiera det A da A ar en kvadratisk matris av ordning 2 eller 3.

Formulera och bevisa ett samband mellan 3 x 3-determinant och volym (2 x 2-determinant och area).
Visa att det A £ 0 <= A:s kolonnvektorer &r linjirt oberoende.

Skriv upp de fem réknelagarna fér determinanter.

Finns det nagon formel for det(A + B)?, {or det(AB)?

- 1
" det A’

Redogor for utveckling av determinant efter rad och kolonn.

Visa att det(A™")

Definiera adjunkten till en matris A, och ge en formel fér A~!. Vad far man da A = < Z Z >?

Formulera Cramers regel for 16sning av ekvationssystem. Bevis?
Skriv upp sex villkor som &r ekvivalenta med att det A # 0 (huvudsatsen). Repetera bevisen.

Vad kan man siga om ekvationssystemen AX =Y och AX =0
a) da det A #£ 0, b) dd detA=07?

Hur kan man skriva upp ekvationen for ett plan med hjalp av determinanter?
Hur kan man tolka det A d& X —— AX &ar en linjar avbildning i rummet. Bevis?

Hur gar man tillviga for att berdkna determinanter av hogre ordning dn 37

Kapitel 10. Egenvirden och egenvektorer
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Definiera begreppen egenvirde och egenvektor for en linjar avbildning (matris). Ge négra geometriska
exempel.

Hur berdknar man egenvirden och egenvektorer till en matris?

a) Vad menas med att en linjir avbildning &r diagonaliserbar? Vad betyder detta for avbildningens
matris? Vad har det med egenvirden och egenvektorer att géra?

b) Ge (minst ett) exempel pa en diagonaliserbar matris och pa en matris som inte kan diagonaliseras.

Ange nagra allménna fall dd man vet att matrisen A kan diagonaliseras.



