Flerdimensionell analys

Datorovning 1 med Maple

Under denna datorévning skall vi 16sa uppgifter fran Gvningshéftet med hjilp av Maple.
Vi skall rita kurvor och ytor. Syftet dr att man efter Gvningen skall kdnna igen de vanliga
andragradsytorna, lattare kunna se kurvor, ytor och omraden i tre dimensioner. Dessutom
skall man kunna anvénda Maple for att plotta grafer till funktioner som dyker upp i kursen.
Det &r inte viktigt att hinna med alla uppgifter. Det &r viktigare att ta sig tid med att
fundera 6ver vad man ser, hur man kan férbattra det och svara pa de fragor som stélls.

Forberedelser

Lés igenom stencilen ’'Introduktion till Maple’ innan datorévningen. Las noggrant igenom
avsnittet om ytor och kurvor i denna handledning.

Tag med:

Denna handledning, stencilen 'Introduktion till Maple’, Gvningshéftet och laroboken.

Kurvor och ytor

Kurvor i planet
Plana kurvor kan framstéllas pa olika sétt och ritas med olika kommandon.

Funktionskurvor, y = f(z), a < x < b ritas i Maple med kommandot
plot(f(x),x=a..b);
Vill man exempelvis rita kurvan y = sinz, —7 < 2 < 7 skriver man
plot(sin(x) ,x=-Pi..Pi);

Axlarna skalas automatiskt sa att bilden fyller grafikfonstret maximalt. Om man vill ha sam-
ma skala p& bada axlarna kan man klicka pa knappen mérkt 1:1 pd menyraden. Alternativt
kan man ga in pa menyraden vid Plot och vélja Projection Constrained. Menyn kan &ven
tas fram med hoéger musknapp. Man kan ocksé gora olika val av axlar, linjetjocklek, linjestil
mm fran menyraden. Dessa val kan alternativt goras direkt fran kommandoraden genom
att ligga till en eller flera parametrar (options) efter grundkommandot. Det gar ocksd gora
fargval, precisera antalet indelningspunkter (t. ex. numpoints=1000), ange begrinsningar i
y-led med mera. (Se vidare hjdlpen till kommandot plot.) Exempelvis ger kommmandot

plot(x-x~3/6,x=-5..5,y=-6..6,scaling=constrained,color=blue, thickness=3);

en tjock bla kurva med samma skala pa bagge axlarna, dar y-axeln begransats till det givna
intervallet.

For att rita flera kurvor i en figur anvinder man [ |-parenteser (dven {}-parenteser fun-
gerar). Exempelvis kan man rita sinxz och tre polynom i det nedan givna omradet med
kommandot

plot([sin(x),x,x-x~3/6,x-x"3/6+x~5/120] ,x=-5..5,y=-5..5);
Vad &r det for speciellt med polynomen?

Implicit givna kurvor, (nivakurvor), f(z,y) = K. Har maste man forst ladda ner fler
grafikrutiner med kommandot with(plots); och kan sen rita med kommandot

implicitplot(f(x,y)=K,x=a..b,y=c..d);

Man kan testa sig fram till ldmpliga intervall for variablerna x,y. Véljer man foér stora
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x
intervall far man sdmre bilder. Exempelvis kan man rita kurvan T + % =1



implicitplot(x~2/4+y~2/9=1,x=-5..5,y=-5..5,scaling=constrained) ;

Genom att ténka efter eller testa kan man hitta béttre variabelintervall. Det gar ocksa bra
att rita flera kurvor, med givna fargval med t. ex.

implicitplot([x~2/4+y~2/9=1,x~2/9+y"~2/4=1],x=-3..3,y=-3..3,
color=[red,blue], scaling=constrained);
Kurvor pa parameterform, (z,y) = (x(¢),y(¢)), a <t < b ritas med kommandot
plot([x(t),y(t),t=a..bl);

Observera: Parameterintervallet skrivs innanfér hakparentesen.
Enhetscirkeln (z,y) = (cost,sint), —r <t < 7 ritas med

plot([cos(t),sin(t),t=-Pi..Pi],scaling=constrained);

Ibland &r det bra att forst definiera och lagra bilderna och sen titta pad dem. Om man vill se
enhetscirkeln och en sinuskurva i samma bild kan man gora si hér: Lat A betyda bilden av
enhetscirkeln och B bilden av sinuskurvan, skriv

A:=plot([cos(t),sin(t),t=0..2%Pi],color=red):
B:=plot(sin(x),x=0..2%Pi,color=green):

Avsluta hér med :, ej med ; . (Avslutar man med ; hér fylls skiirmen av siffror.) Maple visar
nu inga bilder utan lagrar bilderna A resp B. Om vi nu skriver

display([A,Bl);
visar Maple bada kurvorna i en bild. Aven hér kan man ligga till parametrar, t. ex.
display([A,B],scaling=constrained,view=[-1..2%Pi,-1..1]);

Optionen view begrénsar omradet i x- resp y-led. Skriver man bara view=c..d begrinsas
omradet i y-led. Observera att A och B nu har en fastlagd betydelse och behaller denna tills
man nollstéller dem, med A:=’A’; B:=’B’;, eller tilldelar dem en annan betydelse.

Andra koordinatsystem, poldra koordinater

I Maple finns flera olika koordinatersystem inlagda, t. ex. poldra koordinater. Vill man rita
kurvor som givna i poldr form ldgger man till parametern coords=polar. Exempelvis far
man Arkimedes spiral (r = §) med kommandot

plot(t,t=0..20,coords=polar,scaling=constrained);

Kurvor i rummet

Hér har vi endast parameterformen (z,y, z) = (z(t), y(t), 2(t)), a <t < b. Kurvan ritas med
kommandot

spacecurve ([x(t),y(t) ,z(t)],t=a..b);

Observera: Parameterintervallet skall skrivas utanfor hakparentesen. Héar skiljer sig alltsa
de tre- och tvadimensionella fallen at. Exempelvis fas kurvan (z,y, z) = (tcost, tsint,t),0 <
t < 37 med

spacecurve ([t*cos(t) ,t*sin(t),t],t=0..3%Pi);



Ytor i rummet
Ytor i rummet kan framstéllas pa olika sétt och ritas med olika kommandon.
Funktionsytor z = f(z,y), a <z <b, ¢ <y < d ritas i Maple med kommandot
plot3d(f (x,y),x=a..b,y=c..d);
Exempelvis fas funktionsytan z = xe*IZ*yQ, —2<x<2 —2<y<2med
plot3d(xxexp(-x~2-y~2) ,x=-2..2,y=-2..2);

Man kan vrida och vénda pa bilden genom att placera musmarkoren i grafikfonstret och halla
vanster musknapp nere och flytta pa4 musen eller klicka pilarna bredvid vinkelbeteckningarna
¥ och ¢ i menyraden. Med hjélp av menyer kan man gora olika val for ’axes’, ’color’ och
‘style’. Viljer man Patch and contour under Style visas kurvor pa funktionsytan dér f(x,y) =
konstant. Nivakurvorna &r projektionen av dessa kurvor pa zy-planet. Vill man titta pa
nivakurvorna (tvadimensionell bild), skriv

contourplot (f(x,y),x=a..b,y=c..d);

Har kan man vélja antalet nivakurvor, med t. ex. med parametern contours=10, eller ange
specifika nivakurvor, med t. ex. contours=[-2,-1,0,1,2]); For att fa en mer fiargglad bild
lagg till parametern filled=true. Vill man vélja farger lagg till t. ex. coloring=[blue,red]
(se vidare 7contourplot).

Definitionsméngden behover ej vara en rektangel, grianserna i y kan bero pa z, prova
t. ex. med

plot3d(x*exp(-x~2-y~2),x=0..2,y=-x..X);
Vad &r definitionsméngden har?
Implicit givna ytor (nivaytor), ritas i Maple med kommandot
implicitplot3d(F(x,y,z)=K, x=a..b,y=c..d,z=e..f);

Hér kan man testa sig fram till lampliga intervall f6r variablerna x,y, z. Véljer man for stora
intervall far man sdmre bilder. Exempelvis kan sfiren 22 4 y? + 22 = 1 ritas med

implicitplot3d(x~2+y~2+z~2=1,x=-1..1,y=-1..1,z=-1..1);
Ytor pa parameterform (z,y,z) = (z(s,t),y(s,t),2(s,t), a < s < b, ¢ <t < dritas i
Maple med kommandot
plot3d([x(s,t),y(s,t),z(s,t)],s=a..b,t=c..d);

Observera: Parameterintervallen hér skrivs utanfér hakparentesen.
Cylindern y? + 22 = 1 lidngs z-axeln, —2 < z < 2, kan skrivas pa parameterform som
(x,y,2) = (s,cost,sint), —2 < s <2, 0 <t <27 och ritas med kommandot

plot3d([s,cos(t),sin(t)],s=-2..2,t=0..2*Pi,scaling=constrained) ;

Andra koordinatsystem, cylindriska och sfariska koordinater

I Maple finns flera olika koordinatersystem inlagda, t. ex. cylindriska och sfariska koordinater.
Cylindriska koordinater anvénder variablerna r,t¢,z, dar r och ¢ &r planpoldra koordinater
i zy-planet (z = rcost, y = rsint). r = /22 + y? ar avstandet till z-axeln. D4 man ritar
med kommandot cylinderplot anger man r som funktion av vinkeln ¢ och hdjden z man
skriver

cylinderplot(r(t,z),t=a..b,z=c..d);
eller helt ekvivalent

plot3d(r(t,z),t=a..b,z=c..d,coords=cylindrical);



Detta &ar speciellt lampat for att rita cylindrar, och andra ytor med rotationssymmetri kring
z-axeln, snyggt. Vill man exempelvis rita paraboloiden z = 22 + 9?2 startar man med att 16sa
ut r = y/x2 + y2 som funktion av z. Man far r = y/z. Vilj sen ldmpliga intervall {6r vinkeln
t och hojden z, tag t. ex.

cylinderplot(sqrt(z),t=0..2*%Pi,z=0..2);

For att rita en cirkuldr cylinder med radie 1 langs z-axeln med —2 < z < 2 rédcker det att
skriva,

cylinderplot(1,t=0..2%Pi,z=-2..2);
For mera komplicerade ytor se ?cylinderplot.

Stériska koordinater &r de samma som beskrivs pa sid 51-52 i flerdimboken, (z,y,z) =

(rsinfcosp,rsinfsinp,rcos). Har dr r = (/22 + y2 + 22 avstandet fran origo. Vid an-
vindning av kommandot sphereplot anger man r som funktion av de bada vinklarna och
skriver

sphereplot (r (phi,theta) ,phi=a..b,theta=c..d);
En sfar med radie r = 1 kan ritas med
sphereplot (1 ,phi=0..2%Pi,theta=0..Pi, scaling=constrained) ;

(se vidare ?sphereplot och ?coords).



Uppgifter:

Starta Maple pa Linux-datorer pa féljande sétt:
e Klicka pa Applications i 6vre vinstra hérnet pa skidrmen.

o I fonstret, som Gppnas, Valj Math och sedan Maple Classic Worksheet. (Vilj inte
enbart Maple!)

Bérja med att ladda in fler grafikrutiner med

with(plots);

Kurvor i planet

1. Rita kurvorna i 6vning 2.1abc i évningshéftet var {or sig (t. ex. plot (x~2,%x=-3..3) ;).
Vilj samma skala pa biagge axlarna. Man behover ej skriva om kommadona flera génger
utan kan ga tillbaka pa skirmen och &ndra i gamla kommandon. Rita alla tre i en
bild. Undersok vilka d&ndringar man kan géra under menyerna Style, Azxes, Projection.
Anvind parameterform for att rita kurvan i 2.1d.

Ange en parameterform:

Rita sen alla fyra kurvorna i en bild. Det kan d& vara bra att starta med att definiera
och lagra kurvorna i abc och d separat (obs avsluta da med : ej med ;) och sen rita dem
med display. Beh6ver man begrénsa omradet i y-led, ldgg till parametern view=c. .d
med lampligt val av ¢ och d.

2. Rita kurvorna i 6vning 2.2 med implicitplot. Vilj lampliga intervall f6r  och y. Man
far sdmre bilder om intervallen viljs alltfor stora. For att lattare jamfora kurvorna, titta
pa dem i samma bild med specificerade fargval.

Vad &r det for slags kurvor? Svar:

Hur skiljer sig kurvorna i a) och b) &t?

Hur skiljer sig kurvorna i a) och d) at?

3. Rita kurvorna 3‘: —% =1, %—% = —1loch %—% = 0 isamma bild (implicitplot).
Ta inte for sma intervall for x och y. For att fa béttre bilder kan man 6ka antalet in-
delningspunkter genom att t. ex. ldgga till parametern numpoints=2000. Hur paverkar

talen 4 och 9 kurvorna i figuren? Vad har de tre kurvorna gemensamt?

Svar:

Rita % - ?’9—2 =1 och %2 —y? =1 i samma bild.
Skillnader och likheter?
Rita % — % = —1 och % —y? = —1 i samma bild.
Skillnader och likheter?

Préva girna nagra andra virden pa ndmnare och hogerled.

4. Rita kurvorna i évning 3.16 i samma bild. Anvind samma skala pa bigge axlarna.
Vilken typ av kurvor ser det ut att vara? Var (och hur) ser de ut att skdra varandra?

Svar:

I man av tid rita nagra av mangderna i 6vning 2.5, 2.6 Dessa méangder kan askadlig-
goras med implicitplot, rita da randen (|x| skrivs abs(x)).

Det gér ocksé bra att anvénda olikheter (t. ex. abs (x)+abs(y)<1.) Vill man ha omradena
fyllda med farg sa ldgg till parametern filled=true. Gor man ett fargval, t. ex. med

coloring=[green,red]

s& ar det omradet med den forsta fargen som uppfyller olikheten.
For att f& noggrannare kurvor oka antalet indelningspunkter med numpoints eller grid.



Funktionsgrafer och nivakurvor

5.

Studera sadelytan
fla,y) =a® =y

genom att rita grafen (plot3d). Lagg in ldmpliga axlar och prova de olika alternati-
ven under menyerna Azes, Style, Color, Projection. Vrid och vénd pa figurena. Titta
pa nivakurvorna i en tvadimensionell bild (contourplot). Vilken typ av kurvor &r
nivakurvorna till sadelytan?

Svar:

Ytan z = y3 — 322y kallas apsadel. Rita grafen och fundera 6ver namnet.

Undersok funktionerna

g(z,y) = 2% +y* och h(z,y) = Va2 +y?

var for sig genom att rita funktionsgrafer och nivakurvor. Vill man begrinsa omradet i
hojdled anvéind t. ex. view=0..10. (Har kan man anvinda cylinderplot om man vill
ha snyggare grafer.) Vilken typ av ytor ar funktionsgraferna? Vilken typ av kurvor &r
nivakurvorna? Hur skiljer sig nivikurvorna at fér g och h?

Svar:

Vad hiénder med graf och nivikurvor om man #ndrar g till g(z,y) = 22 + 4y??

Svar:

Undersok graf och nivakurvor till f(x,y) = y?. Hur ser graf och nivakurvor ut?

Svar:

Andragradsytor fran boken sid 45

8.

10.

Rita hyperboloiderna
22 +y?—22=1 och 22 +9%>—22=-1

var for sig. Vad #r skillnaden mellan dem? Vilken yta fas i grinsfallet 22 +y% — 22 = 0?

Svar:

(Anvind implicitplot3d eller om ni vill ha snyggare bilder cylinderplot. Los da ut

r = /22 + y? som funktion av z.)

Rita ytan 22 + 32 = 1 (tre dimensioner). Vad for slags yta dr detta?

Sfaren 2% + y? + 22 = 1 kan ritas med implicitplot3d eller sphereplot. Men hir
skall vi understka parameterframstéllningen (jfr boken sid 51-52)

(z,y,2) = (sinfcos p,sinfsingp,cosf), 0<0 <7, 0<¢p<27.
Starta med att lagra en bild av hela sféren, t. ex. med
A:=plot3d([sin(s)*cos(t),sin(s)*sin(t),cos(s)],t=0..2%Pi,s=0..Pi):

(Har har vinklarna kallats s och ¢ {or att det skall bli lite mindre att skriva.)

Lagra sen en bild, med specificerat fargval, av en del av sfaren genom att minska pa
vinkelintervallen. Titta sen pa bilderna samtidigt med display. Vilj samma skala pa
alla axlar. Testa olika val av vinkelintervall, detta for att se parametrarnas betydelse.

Hur skall man vilja vinkelintervallen for att fa 6évre halvan av sfaren? ____
Hur skall man vélja vinkelintervallen for att f& den del av sfaren déar z > 0,y > 0,z > 07

Svar:




Vilken del av sfiren fas om man véljer 0 < 0 <7, 0 < ¢ < /67
Svar:
Vilken del av sfiren fas om man véljer 7/6 <0 < x/4, 0 < p < 277

Svar:

For att dnda tydligare se parametrarnas betydelse skall vi ldgga in kurvor dar den
ena vinkeln &r fixerad (parameterkurvor). Valj ett fixt virde pa den ena parametern
(t. ex. s =7/6) och lat den andra variera. Anvind kommandot spacecurve och lagra
en kurva. For att kurvan skall synas pa sfaren vélj tjocka linjer och en avvikande férg,
skriv t. ex.

C:=spacecurve([sin(Pi/6)*cos(t),sin(Pi/6)*sin(t),cos(Pi/6)],
t=0..2%Pi, thickness=4,color=blue):

Titta sen pd kurvan tillsammans med sfiren (display). Rita ocksd nagon kurva med
den andra parametern fixerad. Hur ser parameterkurvorna s=konstant resp t=konstant
pa stéaren ut?

Svar:

Tips: Man kan minska skrivarbetet om man startar med att tilldela
x:=sin(s)*cos(t): y:=sin(s)*sin(t): z:=cos(s):
Sen kan man lagra bilden av sfiren med
A:=plot3d([x,y,z],t=0..2%Pi,s=0..Pi):
och bilden av kurvan med
C:=spacecurve(subs(s=Pi/6, [x,y,z]),t=0..2%Pi,thickness=4,color=blue):

Hér har s bara tillfilligtvis fatt virdet 7/6, medan z,y och z behaller dessa virden
dnda till dess man tilldelar dem ett annat varde eller nollstaller dem.

Om man &ven later r variera och dndrar x,y, z till
x:=r*sin(s)*cos(t): y:=r*sin(s)*sin(t): z:=r*cos(s):
kan man titta pa ytor dér s = konstant och r, ¢ varierar genom att t. ex. skriva
plot3d(subs(s=Pi/4, [x,y,z]),r=0..1,t=0..2*%Pi,scaling=constrained) ;

Motsvarande kan sen goras med t=konstant. Hur ser ytorna s=Kkonstant respektive
t=konstant ut?

Svar:

11. Andra i parameterframstéllningen av enhetssfiren ovan och rita istillet en ellipsoid
med halvaxlarna 1, 2 respektive 3.

Nagra extradvningar pa griansvirden for dem som har tid 6ver

12. Rita funktionerna i 3.17b,d och e med plot3d t. ex. i omradet —1 <z <1, -1 <
y < 1. Ser det ut som om funktionerna har nagot grinsvirde da (z,y) — (0,0)? I s&
fall vad. Om inte ser det ut att finnas nagra vigar in mot (0,0) dér funktionen antar
olika vérden néra (0,0)?

Svar:

Se efter vad som hénder om man byter ut termen xy i ndmnaren pa 3.17e mot 2zxy
eller 1.99xy. Har kan det vara bra att begrinsa omréadet i z-led med view.

Ténk pa att en Maplegraf inte bevisar nagonting. Titta pa grafen till 3.17f. Hur ser det
ut néra (0,0) (med antal indelningspunkter enligt 'default’)? Finns nagot gransvérde.
(Titta gérna i facit.)



13. Titta ocksa pa graferna funktionerna i 6vning 3.20bde och 3.21. Ser funktionerna ut
att nirma sig nagot speciellt virde da 22 + y? viixer?

Svar:

14. Titta ndrmare pa funktionen i ex. 3.26 i boken sid 86—87,
f(xvy) = x2y/(x2 + y)za (l',y) 7é (070) :

Vad hénder da (x,y) — (0,0)?




