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1. a) Eftersom det ror sig om en rationell funktion, sa utfor vi f6ljande steg:

1 1 p-braksuppd. 1 1
22 + 3z + 2 (x+1)(z +2) r+1 x+4+2

=Infr+ 1] —Injz+2|+C =In|2| + C.

En primitiv funktion ges alltsa av In {ﬁ—i; )

b) Hér ar det lampligt att partialintegrera:

/xln(x + 1) dx = %x2 hl(l' + 1) . % — dr pol.:div.
X

)dx:

1,2 1
=3 1n(:17+1)—§/(x—1—|—w+1

=12’ln(z+1) - 132 —z+In(z+1)) + C =

=1 - 1Dn(z+1) — 2> + sz + C.

En primitiv funktion ges alltsa av (2% — 1)In(z + 1) — 322 + Lz

Anm: Rékningarna kan férenklas nagot om man véljer %(xz — 1) som primitiv i
det forsta steget.

2. a) Vi kvadratkompletterar och far

24 (24 2)2+ 3 =0 = (140" = (1+i)?+2%i=0
satt w=z-+1+1
- (z+14i)° =L & w? = 1i.

Satter vi w = a + bi sa foljer det att

(a+bi)=1%i & (a®>—0b%)+2abi=1i

a?—b = 0, . o

2
For att 16sa systemet kan vi utnyttja att |w?| = |w|? = a® +V* = ‘%’ _ %
Tillsammans med ekvationen a® — b = 0 far vi da att a2 = b = 1 dvs. att

4
a=10= i%. Slutligen indikerar ekvationen 2ab = % att @ och b ska ha lika
tecken. Rotterna till ekvationen ar saledes

n=w—l—i=5+51—1—1=—3 1,

Zp=we—l—i=—5—gi—1—i=—5—3i.



b)

b)

Vi berdknar forst en primitiv funktion med hjélp av variabelbyte:

1 p t=yzr = t*=x 2 i@t
/\/E(x+4) e E=5ns = 2dt=-du _/t2+4 -
1 1 t VT
= 5-Q—dt:arctan§+C:arctan7+C.
(L) +1
2

Den generaliserade integralen blir nu

ﬁr:
2

dr = lim dr = lim [arctan
4

/fm —m/fm X0

= lim (arctan vX _ arctan 1) =

X—o0 2

|

T ow
4 4

Vi beréknar forst x-koordinaten fér skidrningen mellan kurvorna:

11 0.2 _1 _
3273 = 37 & 2 =21+ 3z & r=y5 eller z=-2
dar endast z = % ar intressant i vart fall. Eftersom 21:_3 > %m da 0 <z < %, S&
blir arean av omradet
Y2 1 1 1 1 2] Y2 17,4 1

En tunn horisontell skiva med tjocklek dz, vid héjden x meter éver marken, &r
(approximativt) ett ratblock med volymen (1 + z)(4 — x) dz. Totalvolymen far
vi da genom att integrera dessa volymbidrag:

3 3 3
v=[0snu-ndr= [ (@rar-a)de= e -4 =2,
0 0

Med y = z?e™* s4 foljer det genom (upprepad) anvindning av produktregeln att
v =02v—a%e™ och Y= (2—4dr+aPe "
Inséttning i ekvationen ger
(2 —dx+2%)e ™ + 202z — 2%)e ™ + 2% " =
=((2-4v+2")+2Q2z —2%) +2° e " =2e",

och saledes ar h(xz) = 2e~7.

En partikularlosning till den linjéra ekvationen i uppgiften ar enligt ovan y, =
r?e*. Motsvarande homogena ekvation y” + 2y’ +y = 0 har den karakteristiska
ekvationen p(r) = r? 4+ 2r + 1 = 0, med dubbelroten 1 5 = —1, s& den allminna
16sningen till denna &r y, = (Ciz + Cy)e ®. Vi drar slutsatsen att samtliga
16sningar till ekvationen i uppgiften ges av

y=1yn+y, = (Crx+Cyle ™ + 2% = (2° + Cro + Cy)e ™,

dar C och Oy ar godtyckliga konstanter.



b) Ekvationen ar separabel, och vi kan déarfor 16sa den pa foljande sétt:

=

5. a)

1
xy =ylny & y' - =—
ylny =«
1 1
T dy = —dz & In|lny|=hz+C
ylny x
|1Dy| — elnx+C :ecelnr — ecx PN lny — :tGC.I — Dur.

Begynnelsevillkoret y(1) = 2 ger nu D = In2, och den sokta losningen ar darfor

y = e(an)m _ (eln2)x _ 2x7 x> 0.

Se laroboken sidan 315-316.

b) Anvinder vi analysens huvudsats, och dérefter kedjeregeln och produktregeln,

sa foljer det att

2

S'(x)=€e"", S"(x) = —2ze™ och  §"(x)=—2e% + 422,

Satter vi sedan x = 0 si far vi
0
S(0) = / Pdt—0, S0)=1, S'(0)=0, och  S"(0)=—2.
0

Maclaurinpolynomet av ordning 3 ges darfér av

ps(x) = S(0) + S (0)z + 2 2(()):1:2 + 2 ;0);53 )

Om vi later y(t) vara antalet ton giftigt material i den forsta sjon vid tiden ¢
timmar, sa kan vi modellera forloppet med differentialekvationen:

y(t)
yt)=-500 -7 & Y= ~300¥(1)-

Faktorn 10%(?03 anger koncentrationen giftigt material i enheten ton/m?. Med

utflddet 500 m?3 /timme drar vi d& slutsatsen att giftet avligsnas med hastigheten

500 - 10‘%(_?03 ton/timme.

Ekvationen kan l6sas bade med integrerande faktor och som en separabel
ekvation. Med integrerande faktor far vi

, int. faktor et/200

V=—5y & Y tay=0 (ye') =0
- yet/20 _ - y = Cet/20

Om vi later t = 0 svara mot tidpunkten da lastbilen kraschar, sa far vi villkoret
y(0) = 8. Detta ger C' = 8, och den stkta funktionen #r dirfor y(t) = 8e~*/2%.



b) Vi later z(t) beteckna antalet ton giftigt material i den andra sjon vid tiden ¢
timmar, dér ¢ = 0 lampligen svarar mot tidpunkten da det giftiga vattnet borjar
anlinda till sjon'. Forloppet kan nu modelleras med differentialekvationen

ge—t/200 ¢
S =500 2 _ppp. 1)

' () = Le=t/200 _ 1 (4
100 - 10° 20018 & Al =xe 2(0);

25 400

dér vi utnyttjar funktionen y(t) = 8¢*/2% fran a)-uppgiften. Loser vi ekvationen
med integrerande faktor, sa far vi

/1 ,—t/200 _ 1 /1 1 ,—t/200
T 200~ = Z + q00% = 35¢
int. faktor et/400 _ _
iy (Zet/400)/ _ 2%6 £/400 PN Let/400 _ %e t/400 gy
& 2et/*0 = 167140 4 ¢ & z = —16e7Y?0 4 Cet/40,

Begynnelsevillkoret z(0) = 0 ger nu att C' = 16, och den sokta funktionen blir
dérfor z = 16(e /400 — ¢=1/200),

c) Deriverar vi funktionen z(t) far vi

1 —t/400 | 1 ,—t/200 16 _—t/400 —t/400
z'(t):16(—4—006 / + 555 / ):—me / (1—2e / ),
och 2/(t) = 0 precis da 1 — 2e7#/4% = 0, dvs. da t = 4001n 2. Teckenstudium,
alternativt andraderivata, visar att det ror sig om ett maximum. Méangden giftigt
material ar alltsa som storst 4001n 2 timmar efter det att giftet borjat anlanda
till sjon.

!Eftersom vi saknar exakt information om hur vatten flodar fran den forsta till den andra sjon, vi
skulle t.ex. kunna ha en viss tidsforskjutning, s& ar det tillatet att forutsidtta att tidpunkten ¢ = 0 &r
samma som 1 a)-uppgiften.



